

















































































































El  formigó  tradicional  pot  definir‐se,  en  la  seva  concepció  més  simple,  com  un 
material  de  construcció  constituït  per  la mescla  d’un  aglomerant  hidràulic,  ciment,  amb 
aigua  i  pedres  de  diferent  mida,  el  que  anomenem  com  àrids.  Avui  en  dia,  gràcies  al 
desenvolupament  tecnològic  del  formigó,  afegeixen  nous  components  amb  l’objectiu  de 
millorar alguna de les seves propietats.  
Històricament  el  formigó  armat,  reforçat  amb  malles  o  barres  d’acer,  és  un 
exemple de material de construcció, no només en l’àmbit de la construcció civil, viaductes, 
túnels,  preses,  entre  d’altres,  sinó  també  en  l’edificació  tant  industrial  com  social. 
Actualment, una tècnica que va guanyant  terreny és  la de reforçar el  formigó mitjançant 
fibres.  Consisteix  en  utilitzar  algun  tipus  de  fibra  barrejada  amb  la  mescla  com  un 
component més del formigó, l’objectiu de la fibra és conformar una xarxa capaç de resistir 
les traccions que el formigó no pot absorbir.  
Fins  avui  en  les  construccions  civils,  s'utilitzava  una  combinació  d’ambdues 
tècniques:  el  formigó  amb  fibres  com  a  element  de  reforç  però  sense  prescindir  de 
l'armadura tradicional, o amb el formigó projectat. No obstant això, per a alguns trams de 
la  L9  del metro  de  Barcelona  es  proposa  l'ús  de  dovelles  on  els  esforços  i  per  tant  les 
funcions  estructurals  són  suportats  per  la matriu  de  formigó  amb  fibres mentre  que  la 
presència  d’una  malla  armada  actua  de  reforç  i  evita  la  fissuració  en  el  moment 
d'emplaçament de la dovella amb els gats hidràulics de la tuneladora. 
Aquesta dependència de  les  fibres  com element  estructural  justifica  la necessitat 
de realitzar un control de qualitat que determini  la ubicació d'aquestes dins  la massa de 
formigó, ja sigui referent a la concentració com a l'orientació de les fibres a cada zona de 






d'assajos  no  destructius  per  a  la  seva  implantació  industrial  en  el  mercat  del  formigó 
reforçat amb fibres. Aquestes recerques estan basades en diferents principis físics, ja sigui 
de  naturalesa  acústica,  electromagnètica,  nuclear,  o  mètodes  mixtes  que  exploren 
propietats creuades. 
L’aparició d’un mètode fiable que permeti verificar el contingut de fibres i conèixer 
la  seva  distribució  i  orientació  és  bàsic  per  tal  que  l’ús  de  les  fibres  s’estengui  i  es 
normalitzi definitivament. Amb aquesta finalitat el Departament d’Enginyeria Electrònica 
juntament amb el d’Enginyeria de la Construcció, tots dos de la Universitat Politècnica de 
Catalunya  (UPC),  han  realitzat  un  seguit  d’investigacions  per  tal  d'oferir  mètodes  que 













fiable  d’assaig  no  destructiu  per  analitzar  les  seves  propietats.  En  el  nostre  treball  ens 
centrarem  a  quantificar  la  concentració  i  orientació  de  fibres  en  el  formigó  mitjançant 
mètodes magnètics. 
Els  objectius  que  es  proposen  en  aquest  projecte  i  que han  estat  presents  durant  la 
realització del mateix són: 
 Estudiar els mètodes magnètics per a la detecció de fibres en el formigó. 




 Presentar,  analitzar  i  comparar  els  resultats  obtinguts  analíticament  i 
experimentalment. 
 Valorar els resultats i obtenir conclusions sobre els mateixos. 


























El  formigó  és  un  material  usat  en  la  construcció  que  resulta  de  l'emmotllat  i 
enduriment  d'una  barreja  bàsica  de  components:  àrids  (grava  i  sorra),  ciment,  aigua,  i 
l’eventual inclusió d’altres components com additius, addicions, barres, fibres o pigments. 
Aquesta barreja ha de tenir la proporció adequada perquè en resulti una massa compacta 
en què  la sorra ompli suficientment els buits compresos entre  la grava, el ciment  faci de 
lligam dels grans de sorra i la grava, i ompli els espais compresos entre aquests materials. 
L'adequada  proporció  dels  ingredients  fa  que  sigui  més  compacte  i  resistent  a  la 
compressió. 
L’enduriment del formigó es produeix per la hidratació del silicat càlcic mitjançant un 









 Aigua:  barrejat  amb  el  ciment  inicia  reaccions  químiques  que  provoquen  la 
transformació  dels  components  i  el  seu  enduriment.  No  totes  les  aigües  poden 
servir per fer formigó, sinó que les que portin dissoltes substàncies perjudicials pel 
formigó  en  quantitats  excessives  no  poden  ser  emprades.  Per  aquest  motiu  les 
diferents normes obliguen a fer anàlisis de l'aigua que s'emprarà per fer formigó. 
 Additius:  són  les  substàncies  que  s'afegeixen  abans  de  l'amasat,  que  produeixen 
modificacions particulars en  les  seves  característiques  físiques o  faciliten  la  seva 
aplicació. Els més utilitzats es defineixen segons la característica que modifiquen o 
confereixen:  accelerants,  airejants,  anticongelants,  fluïdificants, 
impermeabilitzants i retardadors. 
 Addicions: Les addicions per a formigó són materials de naturalesa inorgànica que 
destaquen  per  les  seves  característiques  cimentants.  Són  prou  coneguts  la 













purament a compressió,  fins  l’aparició del  formigó armat. Aquesta  tècnica utilitza barres 
d’acer  embegudes dins del  formigó per  resistir de  forma eficient  les  traccions a  la peça. 
D’aquesta forma les barres d’acer resisteixen les traccions mentre que el formigó resisteix 
les compressions. 
Una  evolució  d’aquesta  tècnica  són  el  formigó  pretesat  i  el  formigó  posttesat  on  les 
barres que s’introdueixen al formigó són sotmeses a tensions de manera deliberada. Així 
introduint  abans de  l’enduriment  aquestes barres  tensades d’alta  resistència,  el  formigó 
queda comprimit en endurir‐se, de manera que les traccions que sorgiran per resistir les 






A  causa  de  l’elevat  cost  de  l’acer  i  de  la mà  d’obra,  l’ús  de  les  fibres  s’alça  com una 
alternativa molt vàlida per  a incrementar el rendiment dels materials i minimitzar costos. 
Sobretot,  si  es  combina  amb  altres  tècniques  modernes  com  el  formigó  d’alta 
treballabilitat  o  el  formigó  autocompactable.  La  utilització  de  fibres  busca  les  mateixes 





















Cal  destacar  que  per  especificar  la  dosificació  de  fibres  aquesta  s’expressa  com  la 
massa de fibres pel volum de formigó, habitualment kg/m3, i que freqüentment s’usa per 




Les  fibres  d’acer  utilitzades  en  el  reforç  del  formigó  són  discontinues,  amb  una 
distribució  discreta  i  uniforme  que  confereix  al  material  isotropia  i  homogeneïtat.  La 
geometria de les fibres és diversa, podem trobar de secció circular, quadrada o rectangular 
tal com es mostra a  la Figura 1.3. A més, amb la finalitat de millorar  l’adherència amb el 



















partir  del  qual  les  fibres  comencen  a  treballar  independentment,  assumint 
progressivament  els  esforços  i  mostrant  efectes  de  cosit  (Aguado  2007).  Tal  com  s’ha 
esmentat anteriorment, per tal de reforçar aquest efecte de cosit, es dissenyen fibres amb 




Si  bé  la  presència  de  fibres  aporta  una  millora  en  les  prestacions  mecàniques  del 
material,  també  és  cert  que  l'addició  de  fibres  d'acer  suposa  un  augment  de  la 
heterogeneïtat del material i va en detriment de la facilitat per treballar‐lo. Aquest segon 
cas s’haurà de resoldre mitjançant additius químics (fluïdificants) que permetin millorar la 
consistència,  mentre  que  el  primer  haurà  de  ser  estretament  vigilat,  ja  que  la  pèrdua 
d'homogeneïtat es tradueix en segregació de components, exsudació (migració de l'aigua a 



















En  la  dècada  dels  anys  70  es  començaren  a  utilitzar  a  Espanya  formigons  reforçats 
amb  fibres en diversos  àmbits: pavimentació de  taulers de ponts, paviments  industrials, 











ampli  ventall  de  possibilitats  i  condicions  diverses  per  tal  d’assegurar  uns  marges  de 
seguretat que garanteixin la qualitat de la construcció. 
El mètode d’investigació en el camp de la construcció radica en l’avaluació i tabulació 
dels materials utilitzats en  les barreges,  ja que segons el percentatge  i distribució de  les 
mateixes  varien  les  propietats  del  producte  final.  Totes  aquestes  investigacions  perden 




Una  de  les  problemàtiques  del  formigó  són  els  mètodes  de  control  de  qualitat.  Per 
assegurar que aquest compleix amb les condicions que se suposen en el seu disseny, ha de 
ser  sotmès  a  diversos  assaigs  per  comprovar‐ne  les  característiques  mecàniques  i  per 
garantir que la dosificació prevista és la real. 
Els  enginyers  civils  de  la  construcció  han  d’assegurar  que  un  element  de  formigó 
enllestit  és  estructuralment  adequat  i  tindrà  un  comportament  concret  segons  per  a  la 
funció per el qual ha estat dissenyat, és l’anomenat control de recepció. Per aquest motiu, 












S’anomena  mètode  de  control  destructiu  aquell  tipus  de  prova  practicada  a  un 
material que alteri les seves propietat físiques, químiques, mecàniques o dimensionals. 





































que  les  fibres  es  reparteixen  de  forma  aleatòria  per  tota  la  mescla  de  manera  que 
s’aconsegueix una densitat més o menys constant  i una distribució multidireccional, que 
permeten repartir  les càrregues existents. Dins aquest camp  la UPC ha presentat un nou 
assaig  de  doble  punxament  conegut  com  “assaig  Barcelona”  (Saludes  Requena  2007). 
Aquest assaig ha tingut una gran acceptació gràcies als seus avantatges (rapidesa, facilitat 





pels  Comitès  Tècnics  de  Normalització  (CTN),  dels  que  formen  part  totes  les  entitats  i 
agents implicats i interessats en els treballs del comitè. Generalment aquests comitès solen 









14721:2005+A1:2007  la  qual  substitueix  i  anul∙la  la Norma UNE‐EN 14721:2006,  que  a 
l’hora és  la versió en castellà de  la Norma Europea EN 14721:2005 (CEN/TC‐229 2005). 
L’objectiu  de  la  mateixa  és  descriure  “dos  mètodes  d'assaig  per  la  determinació  del 
contingut en fibres del formigó amb fibres metàl·liques. El mètode A mesura el contingut en 
fibres d'una proveta de  formigó  endurit. El mètode B mesura  el  contingut  en  fibres d'una 
proveta de formigó fresc”, (AEN/CTN‐83 2008). 
Els dos mètodes són en realitat força semblants. En el cas del formigó endurit s’han de 
separar  les  fibres  triturant  la  proveta  literalment,  per  seguidament  recollir‐les  amb  un 
iman  i  netejar‐les  minuciosament.  En  el  cas  del  formigó  fresc  directament  es  renta  la 
proveta amb aigua fins que s'aconsegueixi separar les fibres dels altres materials, per tot 
seguit  arreplegar‐les  mitjançant  també  un  imant  i  assecar‐les  en  un  forn.  Després 
d’aquests procediments només resta en els dos casos pesar‐les en sec. A la pràctica es fan 






explica es  tracta d'introduir una proveta cilíndrica de  formigó  fresc o endurit en el nucli 
d'una  bobina,  i  seguidament  mesurar  la  força  electromotriu  generada  en  una  bobina 
secundària per la variació de flux magnètic produïda en la bobina primària (vegeu Figura 
1.6).  




El  resultat  de  la  concentració  de  fibres  es  determina  a  partir  de  la  corba  de 








En  la  Figura  1.6  es  representa  d’una  forma  esquemàtica  el  sistema de mesura  de  la 
norma.  Com es  pot  observar  es  genera  un  senyal  altern  gràcies  a  un  oscil·lador,  el  qual 
s’injectarà a la bobina primària o emissora. En la bobina secundària o receptora es detecta 
la  variació  de  corrent  gràcies  a  un  equip  de mesura,  i  a  partir  d’aquesta,  es  busca  amb 
l’ajuda  de  la  corba  de  calibratge  prèviament  realitzada,  la  concentració  de  fibres  en  la 
proveta que corresponen a la mesura en qüestió. 
Una  implementació  comercial  (Hertz  2006)  propera  a  aquest mètode  la  fabrica  una 
empresa alemanya i comercialitza una empresa belga, Bekaert, que proposa un aparell que 
mesura  provetes  cúbiques  de  15x15x15  cm.  Seguint  els  passos  adequats  aquest  aparell 
aporta  informació  sobre  la  dosificació  de  fibres  així  com  sobre  l'orientació  respecte  a 







mètode  desenvolupat  permet  determinar  la  orientació  de  fibres  en  provetes  així  com 
aproximar  el  seu  contingut.  No  obstant  això,  el  camp magnètic  produït  per  una  bobina 
uniforme té més intensitat al centre que als extrems. Aquesta diferència fa que la mesura 
en  la  part  central  de  la  bobina  prengui  més  importància  que  la  mesura  realitzada  als 
extrems.  Concretament,  en  la mesura de provetes,  fa  que  es doni més  importància  a  les 
fibres que es  troben en  la zona central de  la proveta que  les  fibres que es  troben en els 
extrems.  
Tal  com  s’ha  esmentat  a  l’apartat  d’objectius,  d’aquí  prové  la  motivació  d’aquest 




















Existeixen  nombroses  aplicacions  a  on  és  necessari  produir  un  camp  magnètic 
uniforme atès un volum determinat. Entre les aplicacions més importants podem citar: 
 Per  al  disseny  de  magnetòmetres,  aparell  utilitzat  per  mesurar  la  intensitat,  i 
alguns cops també la direcció, d’un camp magnètic (Ausserlechner 1998). 
 Per  al  calibratge  de  sensors  inductius  (Bronaugh  1995),  (Humar  2005)  i 
(Tumanski 2007). 











 Per  a  realitzar  proves  de  les  propietats  magnètiques  i  dels  instruments  dels 
satèl·lits (Pittman and Waidelich 1964). 
A continuació es presenten de forma breu els diferents sistemes existents per produir 
un  camp magnètic  constant  a  una  zona  determinada,  començant  inicialment  pel  model 
clàssic de Helmholtz i es segueix amb les propostes derivades que la milloren. Es detallen 





uniforme.  S’anomena  en  honor  del  físic  alemany  Hermann  von  Helmholtz  (Helmholtz 
1849). 
El  dispositiu  està  format  per  dues  bobines  idèntiques  circulars,  col·locades 
simètricament una a cada costat del àrea experimental al  llarg de  l’eix comú i separades 















Una  possible millora  a  la  bobina  de  Helmholtz  és  afegir  una  tercera  bobina  amb  el 
mateix radi i connectada en sèrie (Jian 2002). El nombre d’espires N de la bobina central 
és k  vegades  el  nombre  d’espires  de  les  bobines  exteriors  i  la  distància a  entre  elles  es 


















































La  relació  entre  el  número  d’espires  de  les  bobines  exteriors  i  interiors  ha  de  ser 













i  satisfà  que  les  derivades  d’alt  ordre  siguin  igual  a  zero.  Rubens  ho  enfoca  de  forma 
diferent  col·locant  inicialment  cinc  bobines  quadrades  separades  entre  elles  a  una 
distància de 0.25 formant una superfície cúbica (vegeu Figura 2.5). Seguidament resol per 

















Helmholtz  Ο  2  d,d  ‐0.25d, +0.25d  1/1 ᇝ  2  d,d  ‐0.2726d, +0.2726d  1/1 







Merrit et al.  ᇝ  4  d,d,d,d  ‐0.5055d, ‐0.1281d +0.1281d, +0.5055d  26/11/11/26 



















Si  bé  cap  dels  sistemes  presentats  satisfà  completament  la  necessitat  d’obtenir  un 





rodona  i  a  priori  amb  un  nombre  d’espires  diferent  al  llarg  del  seu  eix,  serà  necessari 














bàsic,  un  element  de  corrent  per  posteriorment  analitzar  el  camp magnètic  produït  per 







































producte  amb  el  camp  magnètic  és  igual  a  la  densitat  de  flux  magnètic.  El 
desenvolupament  de  l’expressió  [3.2]  es  pot  trobar  detallat  a  l’annex  i  a  la  referència 
(Tipler 2005). 








El  camp magnètic  produït  sobre  el  seu  eix  longitudinal  per  una  espira  quadrada  de 
costat L, alimentada amb intensitat I a una distància x del centre, ve donat per l’expressió 
[3.3]. 
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ܤ௫ሺݔଵ, ݔଶሻ ൌ 12 ߤ଴݊ܫ ቆ
ݔଶ
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ܤ௫ሺݔଵ, ݔଶሻ ൌ ߤ଴4ߨ 8݊ܫ ቈݐܽ݊
ିଵ ቆ √2 ݔଶඥ2ݔଶଶ ൅ ܮଶ










En  la  Figura  3.8  veiem  un  gràfic  normalitzat  del  camp magnètic  sobre  l’eix  interior 
d’un solenoide quadrat, de 20 cm de longitud i amb costat L=4 cm, en funció de la posició x. 











































































En  aquest  capítol  es  planteja  tot  el  procés  de  disseny  de  les  bobines.  Primer 





produït  sigui  el  més  uniforme  possible  al  seu  interior.  Així,  el  principal  paràmetre  de 
disseny es troba definit per la geometria de la bobina. 
Per  una  altra  banda,  si  volem  obtenir  un  camp magnètic  uniformitzat  sabem que  el 
bobinat no serà uniforme, en  tal  cas obtindríem un solenoide amb camp no constant  tal 













L’equació  [3.3]  del  capítol  3  –  Fonts  de  camp  magnètic,  ens  proporciona  el  camp 
magnètic  creat per una  espira quadrada,  l’anomenarem  funció b(x).  Per una altra banda 
volem  obtenir  un  camp  uniforme  dins  un  interval  de  llargària  determinada,  en  termes 








































de  coherència  espectral  que  ens  proporciona  la  variabilitat  i  la  correlació  creuada 
espectral de les dues funcions en estudi (Bendat 1986). En la Figura 4.1 podem observar el 
resultat  gràfic  d’aquest  anàlisi  espectral  obtingut  mitjançant  el  programa Matlab  i  amb 
l’execució  de  la  funció  mscohere.  El  gràfic  ens  proporciona  valors  entre  0  i  1.  Les 
freqüències  properes  a  1  (correlació  alta)  les  anomenarem  freqüències  fiables  i  les 



























que,  encara  que  ambdues  solucions  són  simètriques,  al  realitzar  la  convolució  s’han 
obtingut millors resultats numèrics amb la segona opció d’intervals senars. 
Un cop  ja  tenim  la divisió  feta en  intervals,  cal donar‐los valors d’iteració. En aquest 
cas  s’ha  trobat  oportú  considerar  tant  els  números  positius  i  negatius.  Físicament  una 
espira negativa s’implementa canviant el sentit de gir de construcció, és a dir, si acabem de 





























Un  altre  punt  a  considerar  es  com  avaluar  l’error  de  la  no  uniformitat  en  l’interval 
d’interès. S’ha trobat adient utilitzar el mètode min/max, que consisteix en obtenir el valor 
mínim  i màxim del  interval de mesura  i  realitzar  la divisió d’ambdós valors. Lògicament 
amb el criteri min/max quan més alt és el valor obtingut menys error s’ha comés. 
Aquest  mètode  al  estar  composat  de  bucles  ennierats  amb  càlculs  iteratius  i 
convolucionals  presenta  una  gran  càrrega  computacional.  Segons  els  marges  d’iteració 
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per  una  espira  quadrada.  El  vector  d’alfes  vindrà  imposat  de  la  següent manera:  tot  el 
vector d’alfes igual a uns, és a dir, tenim entre ‐7.5 i 7.5 (un solenoide de distància 15 cm) 
un  conjunt  d’espires  quadrades  situades  una  al  costat  de  l’altre.  El  vector  y  és  el  que 
busquem.  
Per  una  altra  banda,  tenim  l’expressió  analítica  del  camp  produït  per  un  solenoide, 
donat per l’equació [3.5]. Obtenim el resultat concret per un solenoide de llargària 15 cm. 
Per  comparar  ambdues  solucions,  normalitzem  el  vector  y  i  el  resultat  obtingut  de 
l’expressió  analítica  del  solenoide.  S’observa  que  els  dos  resultats  surten  pràcticament 










mètode  analític.  La metodologia  consistirà  en  utilitzar  un  vector  subòptim  obtingut  del 
mètode  analític,  modificar  de  forma  iterativa  cada  posició  del  vector  amb  un  valor 
posterior  i  un  valor  anterior  i  avaluar  l’error  de  nou.  Si  l’error  obtingut  és  millor  que 
l’anterior  es  guarda  temporalment  el  vector  fins  que  finalment  s’han  iterat  totes  les 
posicions  del  vector.  Per  exemple,  si  la  posició  1  del  vector  d’entrada  té  valor  3, 
s’avaluaran els valors 2, 3 i 4 conservant originàriament els valors de les altres posicions. 

















El  mètodes  proposats  anteriorment  presenten  avantatges  i  inconvenients.  La  força 
bruta ens proporciona una definició d’interval molt més real físicament a una bobina que 




Per  seleccionar  els  mètodes  que  utilitzarem  en  la  construcció  de  les  bobines,  s’ha 
confeccionat un gràfic  comparatiu entre el mètode analític, mètode Branch & Bound  i  el 
mètode  de  la  força  bruta.  En  ell  es  mostra  el  tant  per  cent  d’error  en  funció  del  cost 
computacional (temps d’execució). Per a cada mètode anteriorment citat s’ha simulat per a 
tres geometries diferents: 















 El mètode  analític  ens  proporciona  un  cost  computacional  baix  a  costa  d’un 
error més elevat. 
 El mètode Branch & Bound ofereix un error més baix que el mètode analític a 
canvi d’un major  cost  computacional però no  tan elevat  com el mètode de  la 
força bruta. 
 El  mètode  de  la  força  bruta  ens  ofereix  l’error  més  baix  però  el  cost 
computacional es veu augmentat de forma considerable. 










El mètode  ideal és aquell que té error molt baix  i poc cost computacional, en  termes 
relatius al gràfic, el punt es situaria proper a les coordenades (0,0). Finalment s’ha decidit 
utilitzar  el mètode de  la  força  bruta,  el  qual  ens  proporciona un  error  baix,  i  el mètode 
analític que ens ofereix rapidesa computacional. S’ha descartat el mètode Branch & Bound 

























força  bruta  i  del  mètode  analític  sobre  les  bobines  circulars  i  quadrades  que  s’han 




Dimensions (cm)  Geometria  Mètode  Espires 
2.5x5 (radi i llargària)  Circular  Força bruta  Positives i negatives 
6x6x6 (alt, llarg i ample)  Quadrada  Força bruta  Positives i negatives 
2.5x5 (radi i llargària)  Circular  Analític  Positives i negatives 
6x6x6 (alt, llarg i ample)  Quadrada  Analític  Positives i negatives 
6x6x6 (alt, llarg i ample)  Quadrada  Força bruta  Positives 
15x15x15 (alt, llarg i ample)   Quadrada  Força bruta  Positives 
 
 
L’ordinador  utilitzat  per  realitzar  les  execucions  del  codi  programat  mitjançant  el 
software  Matlab  7.4  és  un  Intel  Core  2  Duo  a  2.13  GHz  amb  2  GB  de  memòria  RAM  i 
sistema operatiu Windows XP Professional SP3. Per tant totes les referències de durada de 
l’execució  dels  programes  que  es  presenten  en  aquest  document  fan  referència  a  les 
especificacions hardware i software anteriorment citades. 
Tant en el cas de les bobines circulars i quadrades s’han construït sobre una estructura 
de PVC per evitar  interferències del  camp magnètic produït per  la mateixa bobina. El  fil 
utilitzat per bobinar, mentre no es digui el contrari, és de coure amb recobriment esmaltat 
de 0.2 mm de diàmetre i amb resistència teòrica 54.59 Ω per cada 100 metres de longitud. 
















segons  s’ha  explicat  amb  anterioritat  a  l’apartat  2.2  ‐ Mètode  força  bruta  del  capítol  4  ‐ 


















el  fons  aquest  error  informa  de  la  no  uniformitat  i  ens  interessa  que  sigui  el  més  baix 
possible. S’ha considerat oportú multiplicar per dos el vector òptim anteriorment obtingut 
per  tal de que el  camp magnètic produït per  la bobina sigui molt més  intens  i  sigui més 
fàcilment mesurable, per tant, el vector amb el número d’espires final és {20, ‐20, 2, 10, 4,  










cm  de  diàmetre.  S’ha  assegurat  un  centímetre  de marge  a  cada  costat  sobre  el  llarg  de 








camp magnètic el més uniformitzat possible  sobre el  seu eix  longitudinal. L’interval  s’ha 











































fons aquest  error  ens  informa de  la no uniformitat  i  ens  interessa que  sigui  el més baix 
possible. S’ha considerat oportú multiplicar per set el vector òptim anteriorment obtingut 
per  tal de que el  camp magnètic produït per  la bobina sigui molt més  intens  i  sigui més 
fàcilment mesurable, per tant, el vector amb el número d’espires final és {35, ‐28, ‐14, 14, 





La  bobina  s’ha  construït  a  partir  d’una  canaleta  per  conduir  cables  elèctrics  de  PVC 
amb dimensions  6x8x6  cm  (alt,  llarg  i  ample).  S’ha  assegurat  un  centímetre  de marge  a 


























































En el  fons aquest error ens  informa de  la no uniformitat  i ens  interessa que sigui el més 
baix possible. Tal com s’esperava l’error en el cas del vector subòptim és superior que en 
el  cas  del  vector  òptim.  A  la  Figura  5.5  podem  veure  la  gràfica  d’ambdós  vectors  i  la 
situació de  les  espires que han  resultat  de  l’execució. A  la  Figura 5.6  veiem encara  amb 























































quadrada  amb  dimensions  6x6x6  cm  (alt,  llarg  i  ample)  d’on  es  vol  obtenir  el  camp 


















cm  de  la  geometria  quadrada  i  segons  s’ha  definit  anteriorment  en  l’interval  ሾെ3 , 3ሿ. 
Curiosament, i no com s’esperava, l’error en el cas del vector subòptim és inferior que en 
el  cas  del  vector  òptim.  A  la  Figura  5.7  podem  veure  la  gràfica  d’ambdós  vectors  i  la 
situació de  les  espires que han  resultat  de  l’execució. A  la  Figura 5.8  veiem encara  amb 






























































Es  proposa  aplicar  el  mètode  de  la  força  bruta  només  amb  espires  positives  a  una 
geometria quadrada amb dimensions 6x6x6 cm (alt,  llarg  i ample) d’on es vol obtenir el 
camp magnètic el més uniformitzat possible  sobre el  seu eix  longitudinal. L’interval  s’ha 
dividit  en  13  parts  segons  s’ha  explicat  amb  anterioritat  a  l’apartat  2.2  ‐  Mètode  força 
bruta del capítol 4 ‐ Disseny de les bobines i segons l’opció 2 de la Figura 4.2.  
Per  evitar  una  llarga  durada  de  l’execució  del  codi,  primer  s’han  executat  vàries 





























Segons  s’observa  a  la  Figura  5.9,  es  podria  pensar  en millorar  la  solució  proposada 
afegint vàries espires al centre per  tal de eliminar els pics  i uniformitzar el camp. En  tal 














no  afecti  al  camp magnètic  i  que  a  més  sigui  fàcil  de  poder  doblar‐lo  per  tal  de  poder 
construir  el  cub.  Una  bona  opció  es  utilitzar  PVC,  ja  que  aquest  es  pot  doblar  fàcilment 
aplicant calor i a més no afecta al camp magnètic de la bobina. Un cop escollit el material, 
es  decideix  utilitzar  una  canal  UNEX  de  PVC  de  les  que  s’utilitzen  per  conduir  cable 
elèctric. Aquestes canals tenen una amplada estandarditzada i es decideix utilitzar la de 15 
cm d’amplada, que és exactament el que mesuren les nostre provetes. Per poder construir 





























una  geometria  quadrada  amb  dimensions  15x17x17  cm  (alt,  llarg  i  ample)  d’on  es  vol 
obtenir  el  camp  magnètic  el  més  uniformitzat  possible  sobre  el  seu  eix  longitudinal. 
L’interval  s’ha  dividit  en  25  parts  segons  s’ha  explicat  amb  anterioritat  a  l’apartat  2.2  ‐ 
Mètode força bruta del capítol 4 ‐ Disseny de les bobines i segons l’opció 2 de la Figura 4.2, 
per tant, cada interval tindrà una amplada de 6 mm.  































Segons  els  resultats  de  la  Taula  5.13,  podem  calcular  que  s’obté  un  total  de  2354 
voltes  i  es  necessiten  aproximadament  1600  m  de  fil.  S’ha  mecanitzat  el  procés  de 
bobinatge per tal d’agilitzar‐lo tal com es pot observar a la Figura 5.12. Per una banda, s’ha 
tallat un cub d’esponja amb les dimensions adients per tal que un cop introduïda al nucli 
de  la bobina es  trobi pressionada.  Seguidament  s’ha  foradat  a  cada un dels dos  extrems 
oberts per poder  introduir  l’eix  giratori  d’un  suport de  rotllo de paper de  laboratori  (la 
pròpia pressió de l’esponja evitarà que l’eix patini). Per una altra banda, s’ha utilitzat una 
màquina de bobinar per subjectar el  rodet de  fil. A més, amb  l’ajuda d’uns sergents s’ha 
fixat a la taula el suport que subjecta la bobina gran i el del rodet de fil. Finalment només 







































Per mesurar  el  camp magnètic  produït  per  les  bobines  farem  ús  del  fenomen  de  la 
inducció  magnètica.  El  mètode  consisteix  en  utilitzar  dues  bobines,  la  primària  i  la 
secundària disposades de forma coaxial. Es genera un senyal altern el qual s’injectarà a la 




aquell  punt  de  mesura.  La  relació  d’ambdós  ens  donarà  en  termes  relatius  el  camp 
magnètic d’aquell punt. 
S’ha construït un muntatge per poder mesurar les bobines tal com s’ha explicat. En tot 






L’aparell  utilitzat  per  injectar  el  senyal  altern  a  la  bobina  primària  i  per mesurar  la 
diferència entre  la bobina primària  i secundària és  l’analitzador d’impedàncies HP4192A 
amb  el  mode  A‐B  capaç  de  donar  la  funció  de  transferència  d’un  sistema.  El  marge  de 
freqüències recomanat per treballar en aquests casos és entre 60 Hz i 100 Hz, per evitar 
interferències  de  la  xarxa  elèctrica  i  per  evitar  que  la  bobina  emeti  camp  elèctric.  En  el 
nostre  cas  s’ha  escollit  treballar  amb  un  valor  central,  a  80  Hz.  En  la  Figura  6.1  es  pot 
observar  amb  detall  la  construcció  del mètode  de mesura  pel  cas  de  la  bobina  circular 
dissenyada amb el mètode analític. 
A  continuació  es  mostren  els  resultats  obtinguts  per  a  cada  una  de  les  bobines 
construïdes a on es comparen tres tipus d’error: 
 L’error teòric: obtingut en  la  fase de disseny  i mostrat al capítol 5 per a cada 
una de les bobines construïdes. Aquest error ens informa de la no uniformitat i 







en el cas de  la quadrada  i  ሾെ7.5 , 7.5ሿ en el cas de  la bobina per provetes de 
formigó. 
 L’error  mesurat:  obtingut  en  la  fase  de  mesura.  També  s’ha  calculat  amb  el 
mètode  min/max  i  ens  proporciona  la  no  uniformitat  dins  l’interior  de  la 
bobina en els mateixos intervals que l’error teòric. 
 L’error  de  construcció:  calculat  segons  l’equació  [6.1],  fent  l’error  quadràtic 
mitjà. En aquest cas s’ha mesurat sobre tot l’interval de que es disposen dades, 
és a dir, entre ሾെ10 , 10ሿ. 


































































































La  bobina  quadrada  dissenyada  amb  el  mètode  analític  amb  espires  positives  i 




































































Els  resultats  han  estat  generalment  satisfactoris;  no  obstant  hi  ha  diferències 
numèriques amb l’error teòric i amb el mesurat. Els motius que les provoquen s’enumeren 
a continuació: 
 El gruix del  fil, al solapar‐se una sobre  l’altre,  fa que el radi de  les espires no 
siguin  geomètricament  constant  provocant  que  el  camp magnètic  no  sigui  el 
previst. 
 Les pèrdues òhmiques del fil. 





Durant  la  fase  de mesura  de  les  bobines  es  va  detectar  que  el  resultat  obtingut  no 
sortia  totalment  simètric,  fet  que  només  succeïa  a  les  bobines  construïdes  amb  espires 
positives  i negatives. Es va estudiar en detall  ja que al  tenir una construcció simètrica el 























mesures  realitzades  d’esquerra  a  dreta  i  de  dreta  a  esquerra  l’asimetria  quedava 
pràcticament anul·lada. 
No  obstant,  es  va  detectar  que  en  tenir  moltes  més  espires  l’efecte  asimètric  es 
marcava  notablement.  Curiosament  el  pendent  asimètric  coincidia  amb  el  sentit  de 
bobinatge  que  fins  ara  no  s’havia  donat  importància.  D’un  principi  les  bobines  es 
construïen de la següent manera: començant de l’esquerra fins a la dreta es bobinaven les 
espires positives i un cop arribat a l’extrem, de dreta a esquerra es bobinaven les espires 
negatives.  Donada  la  coincidència  es  va  començar  a  plantejar  un model  de  pèrdues  que 
justifiqués l’asimetria que en alguns casos es quantificava fins a 2 dB. 




























paràsit  no  s’ha  distribuït.  El  signe  situat  dins  el  rectangle  ens  indica  si  estem  bobinant 















La  segona  proposta  es  va  provar  amb  la  construcció  d’una  bobina  quadrada 
dissenyada amb el mètode de la força bruta i es va comparar amb el resultat de la primera 
proposta.  Es  va  comprovar  que  l’asimetria  disminuïa  molt  més  que  amb  la  primera 
proposta, no obstant, no desapareixia completament i encara es podia apreciar l’asimetria 
en menor grau. 
Per  aquest  motiu  es  va  decidir  que  la  bobina  per mesurar  provetes  de  formigó  fos 


















































Degut  a  la  gran  quantitat  de  voltes  de  les  espires  exteriors,  l’interval  que 
originàriament hauria de ser de 8 mm passa a convertir‐se a 10 mm en els cantons de la 
bobina on el perfil amb ۬ no actua. En el cas de l’espira central de 300 voltes, l’interval que 
originàriament  hauria  de  ser  de  6  mm  passa  a  convertir‐se  a  8  mm  pel  mateix  motiu 
exposat anteriorment. 
Les  inconveniències  anteriors  es  podrien  solucionar  fabricant  un  motlle  de  plàstic 
amb les dimensions oportunes per tal que el bobinat del fil sigui el més acurat possible, no 
obstant,  al  tractar‐se  d’un  prototip  preindustrial,  aquesta  solució  es  troba  fora  del 
pressupost disponible. 
Per  justificar  els  errors  de  construcció  exposats  anteriorment,  el  que  s’ha  fet  és 
executar  el mètode  de  la  força  bruta  a  l’invers  de  fins  com  s’havia  fet  fins  ara,  és  a  dir, 









costat  de  cada  una  de  les  espires  exteriors  i  90  espires  a  la  central,  simulant  l’efecte 
d’invasió d’intervals pròxims. El resultat de l’execució amb el vector modificat es mostra a 












































Per  calcular  la  inductància  teòrica de  la  bobina  farem ús d’un  conjunt d’expressions 
obtingudes dels capítols 2 i 7 de la referència (Rosa and Grover 1913). 
La nostra bobina es pot considerar un conjunt de tres bobines separades una distància 






Com  es  pot  observar,  la  simetria  del  sistema  ens  facilita  el  càlcul  de  la  inductància 
total.  Segons  la  Figura  7.1,  ܮଵ ൌ Lଷ , Mଵଶ ൌ Mଶଵ ൌ Mଶଷ ൌ Mଷଶ i Mଵଷ ൌ Mଷଵ.  Per  tant,  la 
inductància total ve donada per l’expressió [7.1]. 






































On  les  constants  ܨ  i  ܧ  depenen  del  factor ݇௜௝  segons  l’expressió  [7.4]  i  es  troben 
relacionades amb ߮ a la taula XII de la referència (Rosa and Grover 1913). 










ܮଵ ൌ 4ߨ ൉ 8.5 ൉  1027ଶ ൜൬1 ൅ 3 ൅ 0.3696 ൉ 72.25൰ ln
8 ൉ 8.5
√1 ൅ 0.36 െ 0.81823






ܮଶ ൌ 4ߨ ൉ 8.5 ൉  300ଶ ൜൬1 ൅ 3 ൉ 0.36 ൅ 0.0996 ൉ 72.25 ൰ ln
8 ൉ 8.5
√0.36 ൅ 0.09 െ 0.796
























































per a quin  increment de quantitat de  fibres d’acer  la bobina és  capaç de detectar‐les. El 





















no  detecta  les  fibres  que  es  troben  perpendiculars  a  les  línies  de  camp  magnètic.  Cal 
recordar que  les  línies de camp en  la bobina són perpendiculars a  la direcció de bobinat 
d’aquesta. 
En  la  Figura  7.3  observem  la  gràfica  corresponent  a  la mesura  d’inductància  de  10 
provetes  amb  concentracions  de  15  kg/m3,  30  kg/m3,  45  kg/m3  i  60  kg/m3.  També  es 
dibuixa la línia vermella que marca la mitjana per a cada dosificació. Com es pot observar, 











































de  10  provetes  amb  concentracions  de  15  kg/m3,  30  kg/m3,  45  kg/m3  i  60  kg/m3.  El 



























































































































 El  disseny  de  bobines  de  mida  arbitrària  amb  camp  magnètic  conformable  a 








es  veu  augmentat  de  forma  considerable.  En  resum,  es  tracta  d’obtenir  un 
compromís entre error i cost computacional. 
 Els  dissenys  de  bobines  amb  espires  positives  i  negatives  presenten  asimetries 
causades per les capacitats paràsites que apareixen entre intervals. La solució final 
òptima tendeix a la simplicitat de disseny amb només espires positives. 
 Les  mesures  experimentals  han  corroborat  que  els  dissenys  plantejats  són 
físicament realitzables amb errors acceptables. En el cas de la bobina per mesurar 
provetes  de  formigó,  l’error  teòric  és  del  4.29 %,  el mesurat  del  5.88 %  i  el  de 
construcció 0.08 %, es consideren resultats molt positius. 
 Les diferències aparegudes entre error teòric i mesurat (error de construcció), en 
el  pitjor  cas  de  0.4  %,  es  justifiquen  per  les  imprecisions  de  construcció,  les 
pèrdues òhmiques del fil i les capacitats paràsites que apareixen entre les espires. 








Al  llarg  d’aquest  document  s’ha  demostrat  que  els  objectius  marcats  a  l’inici  del 












Electrònica  juntament  amb  el  d’Enginyeria  de  la  Construcció,  tots  dos  de  la 
Universitat Politècnica de Catalunya (UPC). 





partir del mètode de  la  força bruta és  semblant a  la  tri‐bobina presentada al  capítol 2 – 
Estat  del  coneixement.  No  obstant,  s’ha  de  considerar  que  el  valor  d’aquest  projecte  és 
haver  desenvolupat  mètodes  generals,  segons  les  restriccions  que  l’usuari  desitgi,  que 
permeten obtenir solucions directes canviant fàcilment la geometria. 





 En  aquest  projecte  s’ha  aconseguit  uniformitzar  l’eix  x  de  les  bobines  atès  un 
interval determinat. Dins aquest marc, es proposa uniformitzar també la resta dels 
eixos per aconseguir les mesures molt més fiables. 





bobina  i  millorar  els  errors  comesos,  majoritàriament  de  construcció,  es  podria 
buscar  algun mètode  econòmic  per  fabricar  estructures  de  plàstic  cúbiques  que 
facilitessin el bobinatge i la col·locació del fil dins l’interval corresponent. Aquesta 
solució també hauria de respondre a entorns industrials. 
 El  mètode  d’assaig  inductiu  és  caracteritza  per  la  seva  rapidesa  envers  altres 
assajos disponibles. En  el  cas d’assajar  gran quantitat de provetes,  es proposa el 














 Atès  una  sensibilitat  determinada,  realitzar  un  estudi  de  la  quantitat  d’espires 
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v,  al  punt  del  camp P  (d’observació  del  camp)  i   ߤ଴  és  una  constant  de  proporcionalitat 
anomenada permeabilitat de l’espai lliure, amb valor: 






















L’expressió  [8.3],  coneguda  com  llei  de  Biot  i  Savart,  fou  també  deduïda  per 
Ampère. Aquesta  llei  i  l’equació [3.5] són anàlogues a  la  llei de Coulomb corresponent al 
camp  elèctric  creat  per  una  càrrega  puntual.  La  font  de  camp magnètic  és  una  càrrega 
mòbil  ݍ࢜ o un element de corrent ܫ݀࢒, de la mateixa forma que la càrrega q és la font del 
camp electrostàtic. 
El  camp  magnètic  degut  al  corrent  total  que  circula  per  un  circuit  es  pot  calcular 
utilitzant  la  llei  de Biot  i  Savart  per  calcular  el  camp degut  a  cada  element  de  corrent  i 




La Figura 8.3 mostra  la geometria per calcular el  camp magnètic en un punt de  l’eix 
d’una espira circular de corrent a la distància x del seu centre (Tipler 2005). Considerem 
en primer  lloc  l’element de  corrent  situat  a  la part  superior de  l’espira de  la Figura 8.3. 
Aquí, com en tots els punts de l’espira, ܫ݀࢒ és tangent a la mateixa i perpendicular al vector 
࢘ො  dirigit  des  de  l’element  de  corrent  al  punt  de  camp  P.  El  camp  magnètic ݀࡮  degut  a 












De  l’equació  anterior  s’ha  considerat  que  ݎଶ ൌ ሺݔଶ ൅ ܴଶሻ  i  que ݈݀  i  r  són 









Quan  sumem  tots  els  elements  de  corrent  de  l’espira,  les  components  de 
݀࡮ perpendiculars  a  l’eix de  l’espira,  tal  com ݀ܤ௬ de  la Figura 8.3,  sumen zero, quedant 
només les components ݀ܤ௫  que són paral·leles a l’eix. Per tant, hem de calcular només la 
components x del camp. Segons la Figura 8.3, tenim: 
݀ܤ௫ ൌ ݀ܤ ݏ݁݊ ߠ ൌ ൬ߤ଴4ߨ
ܫ݈݀
ሺݔଶ ൅ ܴଶሻ൰ ൬
ܴ








Per  determinar  el  camp  degut  a  tota  l’espira  completa,  integrem   ݀ܤ௫  al  voltant  de 
l’espira.  Com  x  i  R  no  varien  al  sumar  per  tots  els  elements  de  l’espira,  podem  treure 
aquestes magnituds de la integral, per tant obtenim: 
ܤ௫ ൌ ර݀ܤ௫ ൌ ර ߤ଴4ߨ
ܫܴ 




























































En  el  nostre  cas  concret,  volem analitzar  una  espira  quadrada  (formada  per  quatre 






































√2 ൌ cosሺ45ºሻ ൌ
ܮ/2








Sobre  aquesta  b,  aixequem  un  triangle  rectangle  on  un  costat  serà  l’eix  vertical 





Formen  l’  angle  ξ  el  segment  d  amb  el  segment  perpendicular  del  costat  de  la 
bobina que passa per l’extrem del segment d. Finalment, 
 
sin ߦ ൌ ܮ/2݀ ൌ
ܮ/2
ܾ
cos ቈtanିଵ ቆ ݔ√2 ܮ/2ቇ቉
ൌ






2) Canviarà  de  direcció.  Al  comptar  amb  els  4  costats,  el  camp  resultant  serà  en  la 
direcció  de  les  x  que  a  la  vegada  valdrà  la  projecció  del  vector  unitari m  en  la 
proporció (L/2)/R on ara R és la nova distància del punt d’observació al centre de 
cadascun dels costats: 
|ܤ௠ෝ | ൌ ߤ଴4ߨ
ܫ
























cos ቈtanିଵ ቆ ݔ√2 ܮ/2ቇ቉ ൌ cos ൤tan































cos ൥tanିଵ ൭ ݔܮ 2ൗ






























Finalment  reescrivint  [8.18]  i  considerant  que  es  tracten  de  quatre  segments 
rectilinis, obtenim el camp magnètic d’una espira quadrada: 
ܤ௫ ൌ ߤ଴4ߨ ܫ√2
8ܮଶ





















ܤ ൌ 4 ߤ଴4ߨ ܫ√2
2ܮଶ



















Si  comparem  les  expressions  [8.9]  i  [8.21]  veiem  que  entre  elles  hi  ha  una  relació 





elles.  El  solenoide  s’utilitza per produir un  camp magnètic  intens  i  uniforme en  la  regió 
envoltada per  les espires. Ocupa en magnetisme una funció anàloga al d’un condensador 
de  plaques  paral·leles  amb  l’objectiu  de  proporcionar  un  camp  electrostàtic  uniforme  i 
intens entre les plaques. El camp magnètic d’un solenoide és essencialment el d’una sèrie 
de N espires idèntiques situades unes al costat de les altres. 
Les  línies  de  camp  corresponents  a  dins  d’un  solenoide  llarg  i  enrotllat  són 
aproximadament  paral·leles  a  l’eix  i  estan  espaiades  uniformement,  indicant  l’existència 
d’un camp uniforme i intens. Fora del solenoide les línies són menys denses. 
Considerem  un  solenoide  de  longitud  l  format  per N  voltes  de  cable  conductor  que 
transporta un  corrent d’intensitat  I.  Escollim  l’eix del  solenoide  com eix x,  amb  l’extrem 
esquerre en x=x1 i l’extrem dret x=x2 tal com es mostra a la Figura 8.7. Calcularem el camp 
magnètic  a  l’origen.  La  figura  mostra  un  element  del  solenoide  de  longitud  ݀ݔ  a  una 
distància x de l’origen. Si ݊ ൌ ܰ ݈⁄  és el número de voltes per unitat de longitud, en aquest 
element existeixen ݊ ݀ݔ voltes de  filferro,  cada una de  les quals  transporta un corrent  I. 
Per tant, l’element és equivalent a una simple espira que transporta un corrent ݀݅ ൌ ݊ܫ ݀ݔ. 













corrent  situada  en  x.  Determinarem  el  camp  magnètic  provocat  pel  solenoide  complet 
integrant aquesta expressió des de x=x1 a  x=x2: 
ܤ௫ ൌ ߤ଴4ߨ 2ߨܴ











La  integral  de  l’equació  [8.23]  pot  determinar‐se  realitzant  el  canvi  de  variable 
ݔ ൌ ܴ tan ߠ, o fent servir una taula estàndard. El seu valor és: 
න ݀ݔሺݔଶ ൅ ܴଶሻଷ ଶൗ
௫మ
௫భ
ൌ ݔܴଶ√ݔଶ ൅ ܴଶฬ௫భ
௫మ ൌ 1ܴଶ ቆ
ݔଶ
ඥݔଶଶ ൅ ܴଶ





ܤ௫ሺݔଵ, ݔଶሻ ൌ 12 ߤ଴݊ܫ ቆ
ݔଶ
ඥݔଶଶ ൅ ܴଶ












cas  del  solenoide  circular.  Considerem un  solenoide de  longitud  l  (no  confondre  amb L: 
longitud  del  costat  de  l’espira  quadrada)  format  per  N  voltes  de  cable  conductor  que 
transporta un  corrent d’intensitat  I.  Escollim  l’eix del  solenoide  com eix x,  amb  l’extrem 
esquerre en x=x1 i l’extrem dret x=x2 tal com es mostra a la Figura 8.8. Calcularem el camp 
magnètic  a  l’origen.  La  figura  mostra  un  element  del  solenoide  de  longitud  ݀ݔ  a  una 
distància x de l’origen. Si ݊ ൌ ܰ ݈⁄  és el número de voltes per unitat de longitud, en aquest 
element existeixen ݊ ݀ݔ voltes de  filferro,  cada una de  les quals  transporta un corrent  I. 
Per tant, l’element és equivalent a una simple espira que transporta un corrent ݀݅ ൌ ݊ܫ ݀ݔ. 
El  camp magnètic  en  un  punt  sobre  l’eix  x  causat  per  una  espira  situada  a  l’origen  que 
transporta un corrent ݊ܫ ݀ݔ ve donat per l’equació [8.19] reemplaçant I per ݀݅ ൌ ݊ܫ ݀ݔ: 
݀ܤ௫ ൌ ߤ଴4ߨ ݊ܫ√2
8ܮଶ






ܤ௫ ൌ ߤ଴4ߨ ݊ܫ√2 8ܮ






































ିଵ ቆ √2 ݔ√2ݔଶ ൅ ܮଶቇቤ௫భ
௫మ
ൌ √22ܮଶ ቈݐܽ݊
ିଵ ቆ √2 ݔଶඥ2ݔଶଶ ൅ ܮଶ






Finalment  substituint  el  resultat  de  l’expressió  [8.28]  a  l’expressió  [8.26]  obtenim 
finalment el camp magnètic produït per un solenoide quadrat: 
ܤ௫ሺݔଵ, ݔଶሻ ൌ ߤ଴4ߨ 8݊ܫ ቈݐܽ݊
ିଵ ቆ √2 ݔଶඥ2ݔଶଶ ൅ ܮଶ













possibles  tipus de substitucions que depenen de  la  forma de  la  integral. En el nostre cas 
utilitzarem la primera substitució: 
ඥܽݔଶ ൅ ܾݔ ൅ ܿ ൌ ݑ െ ݔ√ܽ 
En el nostre cas concret tenim: 

























න 1ሺ4ݔଶ ൅ ܮଶሻඥሺ2ݔଶ ൅ ܮଶሻ ݀ݔ ൌ න
1
ሺ4ݔଶ ൅ ܮଶሻ൫ݑ െ ݔ√2൯ ݀ݔ
ൌ න 1
ቆ4 ൬ݑଶ െ ܮଶ2ݑ√2 ൰
ଶ

































ሺݑସ ൅ ܮସሻሺݑଶ െ ܮଶሻ ݀ݑ
ൌ න 1√2
4ݑଷ
ሺݑସ ൅ ܮସሻሺݑଶ െ ܮଶሻ െ
2ݑ
ሺݑସ ൅ ܮସሻ√2 ݀ݑ
ൌ න 1√2ሺݑସ ൅ ܮସሻ ቆ
4ݑଷ
ሺݑଶ െ ܮଶሻ െ 2ݑቇ ݀ݑ ൌන
1
√2ሺݑସ ൅ ܮସሻ ቆ
2ݑଷ െ 2ݑܮଶ
ݑଶ െ ܮଶ ቇ݀ݑ



























































ටݔଶ ൅ ܮଶ2 ی
ۊ ൅ ܥ ൌ √22ܮଶ ݐܽ݊





Arribat  en  aquest  punt,  per  un  costat  tenim  el  resultat  obtingut  amb  l’ajut  del 
programa matemàtic Derive  i per un altre costat el de  forma analítica, el que acabem de 
fer. Per que  tot sigui coherent ambdós solucions han de ser equivalents  i  seguint aquest 
criteri  determinarem  el  valor  de  la  constant  C.  Eliminant  els  termes  multiplicadors 
constants  obtenim  la  següent  igualtat  (la  banda  de  la  dreta  correspon  a  la  solució  del 
programa matemàtic i la banda de la dreta l’analític): 
ݐܽ݊ିଵ ቌ൫ݔ√2 ൅ √2ݔ
ଶ ൅ ܮଶ൯ଶ
ܮଶ ቍ ൌ ݐܽ݊








ݐܽ݊ିଵ ቌ൫ݔ√2 ൅ √2ݔ
ଶ ൅ ܮଶ൯ଶ
ܮଶ ቍ ൌ ݐܽ݊







Per  tant,  ara  resta  demostrar  de  forma  analítica  la  igualtat  [8.38].  Per  fer‐ho 
utilitzarem la següent propietat: 
ݐܽ݊ିଵ ൬1 ൅ ݖ1 െ ݖ൰ ൌ ݐܽ݊
ିଵሺݖሻ ൅ ߨ4 
Apliquem  la  propietat  anterior  sobre  l’expressió  [8.38].  Primer,  identifiquem  la 
variable ݖ del costat dret, per tant: 
ݖ ൌ √2 ݔ√2ݔଶ ൅ ܮଶ 
 
Segon, apliquem la propietat per obtenir el costat esquerre: 
1 ൅ √2 ݔ√2ݔଶ ൅ ܮଶ
1 െ √2 ݔ√2ݔଶ ൅ ܮଶ
ൌ √2ݔ
ଶ ൅ ܮଶ ൅ ݔ√2






√2ݔଶ ൅ ܮଶ ൅ ݔ√2
√2ݔଶ ൅ ܮଶ െ ݔ√2ቆ
√2ݔଶ ൅ ܮଶ ൅ ݔ√2
√2ݔଶ ൅ ܮଶ ൅ ݔ√2ቇ ൌ
൫ݔ√2 ൅ √2ݔଶ ൅ ܮଶ൯ଶ
൫√2ݔଶ ൅ ܮଶ൯ଶ െ ൫ݔ√2൯ଶ







Es  verifica  que  [8.40]  és  el  costat  esquerre  de  l’expressió  [8.38]  aleshores  queda 
demostrat que l’expressió [8.38] és certa. 
Hem  obtingut, mitjançant  dos mètodes  diferents,  dos  resultats  equivalents  per  una 






































































function [B1] = espira(x,t,L) 
  
%ESPIRA calcula el camp creat per una espira quadrada 
%   centrada al x=t i de costat L 




function [B1] = espira(x,t,R) 
  
%ESPIRA calcula el camp creat per una espira circular 
%   centrada al x=t i de radi R 








































L=4;%Longitud costat espira (r=L/2) 
  
%Vector coordenades pel dibuix 
h=20; 






%%%%%%%%%%%%%%Solenoide espira cuadrada%%%%%%%%%%%%%%  
for d=0:(length(x)-1) 
    l2=atan((x2(d+1)*sqrt(2))/(sqrt(2*(x2(d+1)^2)+L^2))); 
    l1=atan((x1(d+1)*sqrt(2))/(sqrt(2*(x1(d+1)^2)+L^2))); 
    quadrada(d+1)=c*(l2-l1); 
end 
 




    l2=x2(d+1)/sqrt(x2(d+1)^2+r^2); 
    l1=x1(d+1)/sqrt(x1(d+1)^2+r^2); 









































    for j=1:m        
        H(i,j)=b(i-j+m); 
    end 
end 
  
%% El vector 'alfes' tindrà longitud m 
% El costat de la bobina és L=15, r=7.5 
% La distància entre bobines ha de ser de 7.5 
alfes=zeros(1,m); 
alfes(X2>=-4 & X2<-3.75)=1; 




    for j=1:m 
    resul(i)=resul(i)+(alfes(j)*H(i,j)); 













fprintf(1,'Diferència Helmholtz: %1.10f %% \n ',error); 
 











    for j=1:m1 
        H1(i,j)=b1(i-j+m1);         








    for j=1:m1 
    resul(i)=resul(i)+(nous_alfes(j)*H1(i,j)); 


























    for j=1:m        
        H(i,j)=b(i-j+m); 
    end 
end 
  
%% El vector 'alfes' tindrà longitud m 
% Volem comparar amb un solenoide de h=15 





    for j=1:m 
    resul(i)=resul(i)+(alfes(j)*H(i,j)); 
    end 
end 
  
% Normalitzo el resultat per poder comparar 
resul=resul./max(resul); 
  
% Resultat solenoide 
resul1=solenoide; 








legend('Mètode matricial','Fórmula analítica'); 
 
Taula 8.8 – Codi del fitxer: matriu_inversa_solucions_totes.m 




%% Funció quadrat %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
X2=-7.5:pas:7.5; 
y=zeros(size(X2)); 
y(X2>=-7.5 & X2<=7.5)=1; 
  





    for j=1:m        
        H(i,j)=b(i-j+m); 


















%Vector d'alfes retocades 
alfes_ret=round(alfes); 
  
%% Comprovació %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%  
% Alfes originals 
resul=zeros(1,m); 
for i=1:m 
    for j=1:m 
    resul(i)=resul(i)+(alfes(j)*H(i,j)); 
    end 
end 
  
% Alfes retocades 
resul1=zeros(1,m); 
for i=1:m 
    for j=1:m 
    resul1(i)=resul1(i)+(alfes_ret(j)*H(i,j)); 
    end 
end 
  



















    for j=1:m1 
        H1(i,j)=b1(i-j+m1);         
    end 
end 
  
% Alfes originals 
nous_alfes=zeros(1,m1); 




    for j=1:m1 
    resul(i)=resul(i)+(nous_alfes(j)*H1(i,j)); 
    end 
end 
  
% Alfes retocats 
nous_alfes_ret=zeros(1,m1); 




    for j=1:m1 
    resul1(i)=resul1(i)+(nous_alfes_ret(j)*H1(i,j)); 




















%% Funció quadrat %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
X2=-7.5:0.1:7.5; 
y=zeros(size(X2)); 
y(X2>=-7.5 & X2<=7.5)=1; 
  





    for j=1:m        
        H(i,j)=b(i-j+m); 
    end 
end 
  
% Només agafo solucions positives %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
alfes = lsqnonneg(H,y'); 
  
%Vector d'alfes retocades 
alfes_ret=round(alfes); 
  
%% Comprovació %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%  
% Alfes originals 
resul=zeros(1,m); 
for i=1:m 
    for j=1:m 
    resul(i)=resul(i)+(alfes(j)*H(i,j)); 
    end 
end 
  
% Alfes retocades 
resul1=zeros(1,m); 
for i=1:m 
    for j=1:m 
    resul1(i)=resul1(i)+(alfes_ret(j)*H(i,j)); 
    end 
end 
  



















    for j=1:m1 
        H1(i,j)=b1(i-j+m1);         







% Alfes originals 
nous_alfes=zeros(1,m1); 




    for j=1:m1 
    resul(i)=resul(i)+(nous_alfes(j)*H1(i,j)); 
    end 
end 
  
% Alfes retocats 
nous_alfes_ret=zeros(1,m1); 




    for j=1:m1 
    resul1(i)=resul1(i)+(nous_alfes_ret(j)*H1(i,j)); 














v=[1027 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 300]; 
 
v_optim=[-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1]; 

















for j=0:v(6)                       
for jj=0:v(7) 






        
            % Funcio c 
            c( x>-L/2 & x<(-L/2+L*(1/25)))=i; 
            c( x>(-L/2+L*(1/25)) & x<(-L/2+L*(2/25)) )=ii; 
            c( x>(-L/2+L*(2/25)) & x<(-L/2+L*(3/25)) )=iii; 
            c( x>(-L/2+L*(3/25)) & x<(-L/2+L*(4/25)) )=iiii; 
            c( x>(-L/2+L*(4/25)) & x<(-L/2+L*(5/25)) )=iiiii; 
            c( x>(-L/2+L*(5/25)) & x<(-L/2+L*(6/25)) )=j; 
            c( x>(-L/2+L*(6/25)) & x<(-L/2+L*(7/25)) )=jj; 





            c( x>(-L/2+L*(8/25)) & x<(-L/2+L*(9/25)) )=jjjj; 
            c( x>(-L/2+L*(9/25)) & x<(-L/2+L*(10/25)) )=jjjjj; 
            c( x>(-L/2+L*(10/25)) & x<(-L/2+L*(11/25)) )=k; 
            c( x>(-L/2+L*(11/25)) & x<(-L/2+L*(12/25)) )=kk; 
             
            c( x>(-L/2+L*(12/25)) & x<(-L/2+L*(13/25)) )=kkk; 
             
            c( x>(-L/2+L*(13/25)) & x<(-L/2+L*(14/25)) )=kk; 
            c( x>(-L/2+L*(14/25)) & x<(-L/2+L*(15/25)) )=k;             
            c( x>(-L/2+L*(15/25)) & x<(-L/2+L*(16/25)) )=jjjjj;             
            c( x>(-L/2+L*(16/25)) & x<(-L/2+L*(17/25)) )=jjjj; 
            c( x>(-L/2+L*(17/25)) & x<(-L/2+L*(18/25)) )=jjj; 
            c( x>(-L/2+L*(18/25)) & x<(-L/2+L*(19/25)) )=jj; 
            c( x>(-L/2+L*(19/25)) & x<(-L/2+L*(20/25)) )=j; 
            c( x>(-L/2+L*(20/25)) & x<(-L/2+L*(21/25)) )=iiiii; 
            c( x>(-L/2+L*(21/25)) & x<(-L/2+L*(22/25)) )=iiii; 
            c( x>(-L/2+L*(22/25)) & x<(-L/2+L*(23/25)) )=iii; 
            c( x>(-L/2+L*(23/25)) & x<=(-L/2+L*(24/25)) )=ii; 
            c( x>(-L/2+L*(24/25)) & x<=(-L/2+L*(25/25)) )=i; 
            c(1626)=c(1627);   
             
            % Convolucio 
            t=conv(c,b); 
            Nmin=min(t(pos1:pos2)); 
            Nmax=max(t(pos1:pos2)); 
            minim_nou=Nmin/Nmax; 
  
                if (Nmin>0) 
                    if(minim_nou>minim) 
                        minim=minim_nou; 
                        v_optim(1)=i; 
                        v_optim(2)=ii; 
                        v_optim(3)=iii; 
                        v_optim(4)=iiii; 
                        v_optim(5)=iiiii; 
                        v_optim(6)=j; 
                        v_optim(7)=jj; 
                        v_optim(8)=jjj; 
                        v_optim(9)=jjjj; 
                        v_optim(10)=jjjjj; 
                        v_optim(11)=k; 
                        v_optim(12)=kk; 
                        v_optim(13)=kkk; 
                    end 
















fprintf(1,'Solucio optima: \n'); 
v_optim 
  
fprintf(1,'Error: %f %% \n',100*(1-minim)); 
  



















            % Funcio c 
            c( x>-L/2 & x<(-L/2+L*(1/25)))=i; 
            c( x>(-L/2+L*(1/25)) & x<(-L/2+L*(2/25)) )=ii; 
            c( x>(-L/2+L*(2/25)) & x<(-L/2+L*(3/25)) )=iii; 
            c( x>(-L/2+L*(3/25)) & x<(-L/2+L*(4/25)) )=iiii; 
            c( x>(-L/2+L*(4/25)) & x<(-L/2+L*(5/25)) )=iiiii; 
            c( x>(-L/2+L*(5/25)) & x<(-L/2+L*(6/25)) )=j; 
            c( x>(-L/2+L*(6/25)) & x<(-L/2+L*(7/25)) )=jj; 
            c( x>(-L/2+L*(7/25)) & x<(-L/2+L*(8/25)) )=jjj; 
            c( x>(-L/2+L*(8/25)) & x<(-L/2+L*(9/25)) )=jjjj; 
            c( x>(-L/2+L*(9/25)) & x<(-L/2+L*(10/25)) )=jjjjj; 
            c( x>(-L/2+L*(10/25)) & x<(-L/2+L*(11/25)) )=k; 
            c( x>(-L/2+L*(11/25)) & x<(-L/2+L*(12/25)) )=kk; 
             
            c( x>(-L/2+L*(12/25)) & x<(-L/2+L*(13/25)) )=kkk; 
             
            c( x>(-L/2+L*(13/25)) & x<(-L/2+L*(14/25)) )=kk; 
            c( x>(-L/2+L*(14/25)) & x<(-L/2+L*(15/25)) )=k;             
            c( x>(-L/2+L*(15/25)) & x<(-L/2+L*(16/25)) )=jjjjj;             
            c( x>(-L/2+L*(16/25)) & x<(-L/2+L*(17/25)) )=jjjj; 
            c( x>(-L/2+L*(17/25)) & x<(-L/2+L*(18/25)) )=jjj; 
            c( x>(-L/2+L*(18/25)) & x<(-L/2+L*(19/25)) )=jj; 
            c( x>(-L/2+L*(19/25)) & x<(-L/2+L*(20/25)) )=j; 
            c( x>(-L/2+L*(20/25)) & x<(-L/2+L*(21/25)) )=iiiii; 
            c( x>(-L/2+L*(21/25)) & x<(-L/2+L*(22/25)) )=iiii; 
            c( x>(-L/2+L*(22/25)) & x<(-L/2+L*(23/25)) )=iii; 
            c( x>(-L/2+L*(23/25)) & x<=(-L/2+L*(24/25)) )=ii; 
            c( x>(-L/2+L*(24/25)) & x<=(-L/2+L*(25/25)) )=i; 












%% Funció quadrat %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
X2=-7.5:pas:7.5; 
y=zeros(size(X2)); 
y(X2>=-7.5 & X2<=7.5)=1; 
  





    for j=1:m        
        H(i,j)=b(i-j+m); 


























    error=error_nou; 
    [alfes_ret,error_nou]=bb1(alfes_ret,X2,H); 
    s=s+1; 
    fi=fopen('salida.txt','a'); 
    fprintf(fi,'\n Iteració: %i   Error: %f %%   Vector alfes:',s,100*(1-error_nou)); 
    for nm=1:length(alfes_ret) 
        fprintf(fi,' %i ',alfes_ret(nm,1)); 
    end 
    fclose(fi); 
end 
toc 
   
fprintf(1,'Nº iteracions: %i \n',s); 
clear s; 
  
table=[alfes round(alfes) alfes_ret]; 
  
%% Comprovació %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
% Alfes originals 
resul=zeros(1,m); 
for i=1:m 
    for j=1:m 
    resul(i)=resul(i)+(alfes(j)*H(i,j)); 
    end 
end 
  
% Alfes retocades 
resul1=zeros(1,m); 
for i=1:m 
    for j=1:m 
    resul1(i)=resul1(i)+(alfes_ret(j)*H(i,j)); 
    end 
end 
  



















    for j=1:m1 
        H1(i,j)=b1(i-j+m1);         
    end 
end 
  
% Alfes originals 
nous_alfes=zeros(1,m1); 




    for j=1:m1 
    resul(i)=resul(i)+(nous_alfes(j)*H1(i,j)); 
    end 
end 
  










    for j=1:m1 
    resul1(i)=resul1(i)+(nous_alfes_ret(j)*H1(i,j)); 
    end 
end 
  








clear i; clear j; 
  














fprintf(1,'Error alfes originals: %f %% \n',100*(1-minim_nou)); 
 
Taula 8.12 – Codi del fitxer: bb1.m 







% Redondeig per defecte 
alfes=round(alfes); 
  
%% Calcular l'error de les alfes 
resul=zeros(1,m); 
for i=1:m 
    for j=1:m 
    resul(i)=resul(i)+(alfes(j)*H(i,j)); 










%% Modificar el vector alfes, calcular error i comprovar millora  
for i_1=(alfes(1)-1):1:(alfes(1)+1) 
    for i_2=(alfes(2)-1):1:(alfes(2)+1) 
        for i_3=(alfes(3)-1):1:(alfes(3)+1) 
            for i_4=(alfes(4)-1):1:(alfes(4)+1) 
                for i_5=(alfes(5)-1):1:(alfes(5)+1) 
                    for i_6=(alfes(6)-1):1:(alfes(6)+1) 
                        for i_7=(alfes(7)-1):1:(alfes(7)+1) 
                            for i_8=(alfes(8)-1):1:(alfes(8)+1) 
                                for i_9=(alfes(9)-1):1:(alfes(9)+1) 
                                    for i_10=(alfes(10)-1):1:(alfes(10)+1) 





                                            for i_12=(alfes(12)-1):1:(alfes(12)+1) 
                                                for i_13=(alfes(13)-1):1:(alfes(13)+1) 
                                                for i_14=(alfes(14)-1):1:(alfes(14)+1) 
                                                for i_15=(alfes(15)-1):1:(alfes(15)+1) 
                                                for i_16=(alfes(16)-1):1:(alfes(16)+1)   
                         
                        alfes_temp(1)=i_1; 
                        alfes_temp(2)=i_2; 
                        alfes_temp(3)=i_3; 
                        alfes_temp(4)=i_4; 
                        alfes_temp(5)=i_5; 
                        alfes_temp(6)=i_6; 
                        alfes_temp(7)=i_7; 
                        alfes_temp(8)=i_8; 
                        alfes_temp(9)=i_9; 
                        alfes_temp(10)=i_10; 
                        alfes_temp(11)=i_11; 
                        alfes_temp(12)=i_12; 
                        alfes_temp(13)=i_13; 
                        alfes_temp(14)=i_14; 
                        alfes_temp(15)=i_15; 
                        alfes_temp(16)=i_16; 
                        alfes_temp(17)=i_15; 
                        alfes_temp(18)=i_14; 
                        alfes_temp(19)=i_13; 
                        alfes_temp(20)=i_12; 
                        alfes_temp(21)=i_11; 
                        alfes_temp(22)=i_10; 
                        alfes_temp(23)=i_9; 
                        alfes_temp(24)=i_8; 
                        alfes_temp(25)=i_7; 
                        alfes_temp(26)=i_6; 
                        alfes_temp(27)=i_5; 
                        alfes_temp(28)=i_4; 
                        alfes_temp(29)=i_3; 
                        alfes_temp(30)=i_2; 
                        alfes_temp(31)=i_1; 
                                                                         
                        resul=zeros(1,m); 
                        for i=1:m 
                            for j=1:m 
                            resul(i)=resul(i)+(alfes_temp(j)*H(i,j)); 
                            end 
                        end 
  
                        Nmin=min(resul(pos1:pos2)); 
                        Nmax=max(resul(pos1:pos2)); 
                        minim_nou=Nmin/Nmax; 
  
                        if minim_nou>minim 
              fprintf(1,'BB Error alfes: %f %% \n',100*(1-minim_nou)); 
                        minim=minim_nou; 
                        alfes_ret=alfes_temp'; 
                        end 
                         
                                                            end 
                                                        end 
                                                    end 
                                                end 
                                            end 
                                        end 
                                    end 
                                end 
                            end 
                        end 
                    end 
                end 
            end 
        end 
    end 
end 
  
error=minim;  
end 
 
